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Òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Çàäà÷à 1.1. Âûó÷èòå ãðå÷åñêèé àëôàâèò1.

Ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî çàïèñûâàòü ôîðìàëüíûì ÿçûêîì, êàêèå-òî èç ýòèõ óòâåð-

æäåíèé âåðíû, êàêèå-òî íåò. Êàêèå-òî âûðàæàþò �ãëîáàëüíûå� óòâåðæäåíèÿ, êàêèå-òî ãîâîðÿò î

êîíêðåòíûõ îáúåêòàõ.

Çàäà÷à 1.2. Çàïèñàòü (êàê ìîæíî áîëåå) ôîðìàëüíûì ÿçûêîì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, óêàçàòü,

êàêèå èç íèõ âåðíû:

a) Ëþáîå ÷èñëî áîëüøå äâóõ.

b) Ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííî áîëüøîå ÷èñëî.

c) p � ïðîñòîå ÷èñëî

d) Ñóùåñòâóåò ñàìîå áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî.

e) Îáúåäèíåíèå íåïóñòûõ ìíîæåñòâ íåïóñòî.

f) Ïåðåñå÷åíèå íåïóñòûõ ìíîæåñòâ íåïóñòî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : A → B íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé èëè èíúåêöèåé, åñëè îíà ïåðåâî-

äèò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â ðàçëè÷íûå:

x ̸= y =⇒ f(x) ̸= f(y).

1Èíñòðóêöèè ïî íàïèñàíèþ ãðå÷åñêèõ áóêâ îò ðóêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, çäåñü: https://www.foundalis.com/

lan/hw/grkhandw.htm
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Ôóíêöèÿ f : A → B íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé èëè ñþðúåêöèåé èëè îòîáðàæåíèåì íà, åñëè

îíà ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî A �íà âñ¼� ìíîæåñòâî B, áîëåå ôîðìàëüíî: äëÿ ëþáîãî b èç B åñòü

ýëåìåíò a èç A êîòîðûé ïîñðåäñòâîì f ïåðåâîäèòñÿ â b (òàêæå ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê Im f = B:

∀b ∈ B ∃a ∈ A f(a) = b.

Ôóíêöèÿ f : A → B íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé èëè áèåêöèåé èëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîò-

âåòñòâèåì, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ è èíúåêöèåé, è ñþðúåêöèåé.

Çàäà÷à 1.3. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå êîìïîçèöèè ôóíêöèé èíúåêòèâíûìè èëè ñþðúåêòèâíûìè:

a) äâóõ èíúåêòèâíûõ

b) äâóõ ñþðúåêòèâíûõ

c) èíúåêòèâíîé è ñþðúåêòèâíîé

d) ñþðúåêòèâíîé è èíúåêòèâíîé?

Ñäåëàéòå âûâîä î êîìïîçèöèè áèåêöèé.

Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü Ai = {i, i+ 1} (íàïðèìåð, A23 = {23, 24}), íàéäèòå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ

ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

a)
⋃∞

i=1Ai

b)
⋂∞

i=1Ai

Çàäà÷à 1.5 (Çàêîíû äå Ìîðãàíà). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ Ai, B,C âåðíî

C \ (
⋃
i∈I

Ai) =
⋂
i∈I

(C \Ai)

Çàäà÷à 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A = ⊔iBi íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà

∀i∀j i ̸= j Bi ∩Bj = ∅

çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A. ×òî ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðìíîæåñòâîì ïî ýòîìó

îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè A/ ∼?

Çàäà÷à 1.7. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò 2023 ýëåìåíòà, êàêèõ ïîäìíîæåñòâ ó íåãî áîëüøå:

1011-ýëåìåíòíûõ èëè æå 1012-ýëåìåíòíûõ?

Óêàçàíèå. 1011 + 1012 = 2023.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë N = {1, 2, 3, . . . }.

Çàäà÷à 1.8. Ñ÷åòíî ëè ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q? Ñ÷åòíî ëè ìíîæåñòâî N× N?

Îïðåäåëåíèå 3. Çàìêíóòûì îòðåçêîì (èíòåðâàëîì) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî [a, b] = {x ∈ R|a ⩽ x ⩽ b}.
Èíòåðâàëîì (èíîãäà ãîâîðÿò îòêðûòûì èíòåðâàëîì) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî (a, b) = {x ∈ R|a < x < b},
òî åñòü ýòî îòðåçîê áåç åãî êðàéíèõ òî÷åê.
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Çàäà÷à 1.9. * Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòûé îòðåçîê è îòêðûòûé èíòåðâàë ðàâíîìîùíû.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå f : 1
2n 7→ 1

2n+1 .

Çàäà÷à 1.10. Ïî÷åìó â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà íå ó÷èòûâàåòñÿ êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ?

Çàäà÷à 1.11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ?

Óêàçàíèå. Åñëè A ⊂ B, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîäìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

χA : B −→ {äà, íåò} â äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, êîòîðàÿ íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà A ðàâíà �äà�,

íà âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ ðàâíà �íåò�. Ðàññìîòðèòå òàêèå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 1.12. * Ïóñòü f : A → B èíúåêöèÿ, à g : B → A ñþðúåêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó A è

B ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 1.13. Êàê èìåÿ ôîðìóëó ϕ, çàïèñàííóþ ôîðìàëüíûì ÿçûêîì, ïîëó÷èòü ôîðìóëó, âûðà-

æàþùóþ îòðèöàíèå ôîðìóëû ϕ?

Ìàòåìàòèêà, çàäà÷è ê ëåêöèè � 3 � Îñåíü 2023


